Vodi¢ za pocetnike: Uvod u visestruku (multiple)
regresiju
1. Uvod: Od jedne ka viSe promenljivih

1.1 Sta je viSestruka (multiple) regresija?

Verovatno ste se ve¢ susreli sa prostom (bivarijantnom) regresijom, tehnikom koja nam
omogucava da predvidimo vrednost jedne zavisne promenljive (Y) na osnovu jedne nezavisne
promenljive (X). Na primer, mogli bismo predvidati teZinu osobe (Y) na osnovu njene visine (X).

Medutim, realni fenomeni su retko tako jednostavni. ViSestruka (multiple) regresija je logican
nastavak i proSirenje ovog koncepta, koje nam omogucéava da izgradimo realisti¢niji model sveta
u kojem viSe faktora istovremeno uti¢e na ishod. Umesto da se oslanjamo na samo jedan
prediktor, ova tehnika nam omogucava da koristimo viSe od jedne nezavisne (prediktorske)
promenljive kako bismo objasnili ili predvideli jednu zavisnu promenljivu.

Na primer, umesto da predvidamo tezinu (Y) samo na osnovu visine (X1), mogli bismo u model
ukljugiti i starost (X2). Time pokuSavamo da stvorimo potpuniju sliku, izolujemo pojedinacne
veze i na kraju, dobijemo preciznije predvidanje.

1.2 Zasto koristiti viSe prediktora? Klju¢na prednost.

Osnovna prednost viSestruke regresije leZi u moguénosti da se poveéa koli¢ina informacija
dostupnih za predvidanje. Dodavanjem viSe relevantnih prediktora, ¢esto mozemo znacajno
poboljSati tacnost naSeg modela. Nije re€ samo o dodavanju viSe podataka, ve¢ o kreiranju
modela koji bolje oslikava sloZenost stvarnosti.

Zamislimo da Zelimo da predvidimo vreme oporavka sportiste nakon operacije prednjeg
ukrstenog ligamenta (Y). Mogli bismo koristiti samo jedan prediktor, kao §to je snaga miSi¢a pre
povrede (X1). Medutim, naSe predvidanje ¢e verovatno biti mnogo tac¢nije ako u model uklju¢imo
i druge relevantne faktore, kao §to je opseg pokreta kolena nakon operacije (X2). Kombinacija
ova dva prediktora pruza viSe informacija nego bilo koji od njih pojedina¢no, Sto vodi ka boljem
razumevanju i predvidanju procesa oporavka.

Medutim, koriS¢enje viSe prediktora uvodi nove, vazne koncepte koje treba razumeti, kao $to su
redundantnost informacija i jedinstveni doprinos svake promenljive, o éemu ¢e biti reci u
nastavku.

2. Klju€ni koncepti: Redundantnost i parcijalni koeficijenti

2.1 Problem preklapanja: Sta je redundantnost?

U idealnom svetu, svaki prediktor koji dodamo u model pruzao bi potpuno nove informacije. U
praksi, medutim, nezavisne promenljive su ¢esto medusobno povezane (korelisane). To znaci da
one pruzaju delimi¢no preklapajuée ili redundantne informacije.



Ovo nas dovodi do centralnog problema. Uzmimo nas primer predvidanja teZine. Starost i visina
su Cesto povezane; starija deca su u proseku visa. Kada obe ove promenljive koristimo za
predvidanje teZine, deo informacija koje one pruzaju se preklapa. Ne mozemo jednostavno
sabrati njihov pojedinacni uticaj, jer bismo time dvaput uracunali deo zajedni¢kog uticaja.

Ovaj fenomen preklapanja medu prediktorima u statistici se naziva multikolinearnost. Upravo
zbog ovog problema preklapanja, ne mozemo tumaciti koeficijente na isti nacin kao u prostoj
regresiji. Potreban nam je alat koji moZe da razdvoji jedinstveni doprinos svakog prediktora, a taj
alat su parcijalni regresioni koeficijenti.

2.2 ReSenje: Upoznavanje sa parcijalnim regresionim koeficijentima

Resenje problema redundantnosti lezi u konceptu parcijalnih regresionih koeficijenata.
Parcijalni regresioni koeficijent (npr. b1) je mera koja nam pokazuje kako se zavisna promenljiva
(Y) menja sa promenom jedne nezavisne promenljive (X1), dok se vrednosti svih ostalih
nezavisnih promenljivih u modelu drze konstantnim.

Konceptualno, ovo je kao da smo prvo "ocistili" uticaj svih drugih prediktora i iz zavisne
promenljive (Y) i iz prediktora koji posmatramo (X1), a zatim izmerili vezu izmedu onoga $to je
ostalo. Time dobijamo jedinstven, "parcijalni" doprinos. Drugim re€ima, ovaj koeficijent
predstavlja jedinstveni doprinos jedne promenljive, nakon §to se njen uticaj koji deli sa drugim
prediktorima statisti¢ki "ukloni" ili "kontroliSe".

2.3 Prakti¢an primer: Kako se menja uticaj starosti?

Da bismo ovo ilustrovali, pogledajmo jednostavan scenario u dva koraka, gde predvidamo tezinu
na osnovu starosti i visine. Za potrebe poredenja, u ovom primeru koristimo standardizovane
promenljive, Sto znac¢i da su svi naSi koeficijenti "beta" koeficijenti.

e Korak 1 (Prosta regresija): Prvo, kreiramo model koji predvida tezinu samo na osnovu
starosti. U ovom modelu, standardizovani koeficijent za starost (npr. 0.74) je opterec¢en
zajedni¢kim uticajem. On obuhvata i direktan uticaj starosti, ali i indirektan uticaj visine,
jer su starije osobe u uzorku ujedno i viSe.

o Korak 2 (ViSestruka regresija): Zatim, kreiramo novi model u koji, pored starosti,
dodajemo i visinu kao prediktor. Sada, standardizovani koeficijent za starost postaje
znacajno maniji (npr. 0.08).

Kljuéno je razumeti zaSto se ovo deSava. Smanjenje koeficijenta pokazuje da je deo originalnog
uticaja starosti zapravo bio posledica njene povezanosti sa visinom. Novi, manji koeficijent sada
predstavlja "proc¢iséen" ili jedinstveni doprinos starosti, nakon §to je uticaj visine statisticki
kontrolisan.

lako se ¢ini da je Visina "vazniji" prediktor jer je njenim dodavanjem koeficijent za Starost
drasti¢no opao, moramo biti oprezni. Pravu relativnu vaznost prediktora mozemo porediti tek
kada su oni na istoj skali (standardizovani), o ¢emu ¢e biti re¢i kasnije.



Ovo poredenje mozemo jasno videti u tabeli ispod:

Model Formula modela Standardizovani koeficijent za Starost
(age)

Model 1 (Prost) Tezina = b, + b, * Starost 0.74

Model 2 Tezina=b,+ b, * Starost + b, * 0.08

(Visestruki) Visina )

Nakon §to smo razumeli kako model razdvaja uticaje, sledeci korak je da nau¢imo kako se ovi
koncepti formalno izrazavaju kroz regresionu jednacinu i kako da ocenimo koliko je nas model
uspesan u predvidanju.

3. Tumacenje rezultata modela

3.1 Anatomija viSestruke regresione jednacine

Opsta formula za viSestruku regresiju, koja ukljuCuje viSe prediktora, izgleda ovako:
Y =by+ b *X; + b,*X, + ... + bk*Xk
Hajde da ras¢lanimo svaki element ove jednacine:
e Y:Zavisna promenljiva. Ovo je ishod koji pokuSavamo da predvidimo (npr. tezina).

¢ b, (konstanta ili odsecak): Y-intercept. Ovo je prose€na vrednost Y kada su sve
nezavisne promenljive (svi X-ovi) jednake nuli. Vazno je napomenuti da ova vrednost
Cesto sluzi samo kao matematicka polazna tacka za liniju i nema uvek prakti¢no
tumacenje, posebno ako vrednost nula za prediktore nije realna (npr. osoba starosti nula
i visine nula).

o X, X,, ... Xk: Nezavisne promenljive. Ovo su nasi prediktori (npr. starost, visina).

e b,, b,, ... bk: Parcijalni regresioni koeficijenti. Svaki b koeficijent odgovara jednom
prediktoru (X) i predstavlja njegov jedinstveni doprinos predvidanju Y.

3.2 Koliko je model dobar? Upoznajte R-kvadrat (R?)

Jedno od prvih pitanja koje postavljamo je: "Koliko dobro nas model objasnjava ishod?". Klju¢na
metrika koja nam daje odgovor na ovo pitanje je R-kvadrat (R?), poznat i kao koeficijent
determinacije.

Zamislite sve ukupne razlike (varijabilnost) u tezini ljudi. R®nam govori koji procenat tih razlika
nas model, sa svojim prediktorima, uspesno "objasnjava", dok ostatak ostaje "neobjasnjena"
varijabilnost ili greSka.

Jednostavno re¢eno:

Ako je R?=0.92, to znadi da 92% razlika u tezini izmedu osoba u nagem uzorku moze biti
objasnjeno kombinovanim uticajem starosti i visine. Preostalih 8% varijabilnosti ostaje
neobjasnjeno nasim modelom.



Vrednost R® se kreée od 0 do 1. U nasem primeru, prosti model sa samo Starost kao prediktorom
je mozda objasnio, recimo, 70% varijabilnosti u teZini (R* = 0.70). Dodavanjem Visina u model, R?
je skocCio na 0.92, Sto znaci da smo dodavanjem novog, relevantnog prediktora objasnili
dodatnih 22% razlika u teZini. Generalno, vi$a vrednost R? je bolja, jer ukazuje na to da model
ima vecu prediktivhu moé.

3.3 Kako pravilno tumaciti koeficijente?

Tumacdenije parcijalnih koeficijenata zahteva preciznost. Klju¢no je zapamtiti da svaki koeficijent
opisuje uticaj jedne promenljive dok se ostale drZe konstantnim.

Posto su u naSem primeru koeficijenti standardizovani (beta koeficijenti), tumacenje se vrSi u
jedinicama standardne devijacije. Koristimo sledeci Sablon za interpretaciju, sa primerima iz
naseg modela Tezina = b, + 0.08*Starost + 0.81*Visina:

e Primer za b_visina = 0.81: "Drzeéi starost konstantnom, za svako povecéanje visine od
jedne standardne devijacije, oekujemo da se tezina u proseku poveéa za 0.81
standardnih devijacija."

e Primer za b_starost = 0.08: "Drzedi visinu konstantnom, za svako povecanje starosti
od jedne standardne devijacije, o¢ekujemo da se teZina u proseku poveca za 0.08
standardnih devijacija."

Obratite paznju kako se interpretacija menja u odnosu na nestandardizovane koeficijente (koji se
tumace u originalnim jedinicama, npr. kilogramima i centimetrima). Najvazniji uvid za studente
je da se samo standardizovani koeficijenti (beta koeficijenti) mogu direktno porediti po
veli¢ini. U naSem primeru, b_visina (0.81) je znatno veéi od b_starost (0.08), Sto sugeriSe da
visina ima relativno jaci jedinstveni uticaj na tezinu od starosti u ovom modelu.

Sada kada znamo kako da izgradimo i protumac¢imo model, vreme je da sumiramo nauc¢eno i
razmotrimo neke vazne napomene koje treba imati na umu prilikom primene regresije.

4.Vazne napomene za kraj

4.1 Podsetnik: Korelacija nije kauzalnost

lako viSestruka regresija moze identifikovati jake veze izmedu promenljivih i pomoc¢i nam da
napravimo precizna predvidanja, ona sama po sebi ne dokazuje uzro¢no-posledi¢nu vezu.
Samo zato Sto su dve promenljive povezane, ne znac€i da jedna uzrokuje drugu.

Zbog ovoga, autori nauc¢nih radova, posebno u opservacionim studijama, ¢esto koriste veoma
oprezan jezik. Jedna sistematska analiza naucne literature (Haber et al., 2022) pokazala je da
istrazivaci namerno biraju oprezne termine poput "povezano sa" (is associated with) kako bi
precizno odrazili opservacionu prirodu svojih podataka i izbegli neopravdane uzro¢ne zakljucke.

4.2 Sta smo naugili? Kljuéne poruke.
Ovaj vodic¢ pokrio je osnove viSestruke regresije. Evo tri najvaznije poruke koje treba poneti:

1. ViSe je ¢esto bolje: KoriS¢enje viSe relevantnih prediktora moze znac¢ajno poboljsati
taCnost predvidanja i omoguciti izgradnju realisti¢nijeg modela u poredenju sa
koris¢enjem samo jednog prediktora.



Cuvajte se redundantnosti: Prediktori su esto medusobno povezani (fenomen
multikolinearnosti), $to znaci da dele deo svoje prediktivhe moci. Zbog toga, ne moZzemo
jednostavno sabrati njihove pojedinacne efekte.

Fokus na jedinstveni doprinos: Parcijalni regresioni koeficijenti su klju¢ni za
razumevanje viSestruke regresije. Oni nam govore o uticaju jednog prediktora dok drzimo
uticaj ostalih pod statistic¢kom kontrolom, Sto nam daje jasniju sliku o njegovoj
specifiénoj ulozi.

4.3 Kuda dalje?

Svaki statistiCki model, uklju€ujuci i regresiju, pociva na odredenim pretpostavkama koje
moraju biti zadovoljene da bi rezultati bili validni. Njihova provera je ono Sto razdvaja pocetnika
od profesionalnog analitiCara, jer ona osigurava da je model robust, pouzdan i verodostojan.
Neke od klju€nih pretpostavki linearne regresije ukljucuju:

Normalnost reziduala: GreSke predvidanja (reziduali) treba da prate normalnu
distribuciju.

Homoskedasti¢énost: Varijansa reziduala treba da bude konstantna na svim nivoima
nezavisnih promenljivih.

Ako se ove pretpostavke prekrSe, to moze dovesti do "nepouzdanih procena koeficijenata", ¢ime
ceo proces tumacenja postaje besmislen. Provera ovih pretpostavki je neizostavan sledeci korak
u ucenju o regresionoj analizi, ali detaljna analiza je izvan okvira ovog uvodnog vodic¢a. Njihovo
razumevanje je klju¢no za svakoga ko zeli da izvuCe validne i odbranjive zakljucke iz svojih
podataka.
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